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Topologia I. Examen III

En R, se considera la topologfa de Sorgenfrey, 7g. En R?, se considera la topologia
producto T = Tg X Ts.

Ejercicio 1. Dado el conjunto A = {(z,y) € R* | 22 + y* < 1,2 + y < 0}, calcula:

1. (2 puntos) El interior de A.

Representemos en primer lugar el conjunto A:

Figura 1: Representacién de A.

Tenemos que, dado (z,y) € R? una base de entornos de (z,y) en (R T) es:

By = {lz,z+e[ x [y,y+€[| e, eR"}

Por tanto, demostraremos que A° = A, con:
A={(z,y) eR? | ® + 4> <1,z +y <0}
D) Veamos en primer lugar que 7, C 7. Una base de T es:
Bs = {|a,b] X [¢,d]| a,b,c,d €R, a<b, c<d}
Una base de (R?,T,) es
B, = {la,b] x |e,d[ | a,b,c,d €R, a<b, c<d}

Sea |a, b[ X |c,d[€ By, y sea (z,y) €a,b] x ]c,d[ Entonces, como T, C Tg,
a0, [¢,d]| tal que =z € [d,V'[Cla,b[ y y € [¢,d'[C|e,d[. Por tanto,
(x,y) € [a,V[x][¢,d[C]a,b] x ]c,d|. Por tanto, T.CT.

Como AeT, por ser interseccién de dos abiertos, AeT. Ademas, como
A C A, tenemos que A C A°.

) Veremos que, dado (z,y) € A\ A, entonces (z,y) ¢ A°. Como (z,y) €
A\ A, entonces 22 +y?> < 1y x+y =0, es decir, y = —z. Veamos que
(x,—x) ¢ A°.

Supongamos que 3V € f(,,) tal que V C A. Entonces, Je,e’ € RT tal
que:

V=[r,x+e[ X [y,y+e=[r,x+e[ x [z, —x+[CA
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De esta forma, (x +5,—x+ %) eV C A, pero:

+i 4 P W L
r+-+|(—z+=|=
2 5 2

Por tanto, llegamos a una contradiccién, y (z,y) ¢ A°. De esta forma,
A° C A

2. (2 puntos) La frontera de A.

Para calcular la frontera de A, calcularemos primero el cierre de A. Para ello,
veremos que A = A, con:

~

A:{(x,y)€R2\x2+y2<1,x—|—y<0}

C) Veamos que A C A. Como A € Cr, v Tu C T, entonces A€ Cy. Por

~

tanto, como ademés A C A, se tiene que A C A.

D) Veamos que A c A Dado (z,y) € /Al, veremos que VV' € Bz, VA F# (.
Como A C E, tomaremos (z,y) € A \ A, ya que en el primer caso es
trivial que (z,y) € V N A # 0. Por tanto, sea (z,y) € A\ A. Entonces,

> +y> =1y x+y <0. Veamos que (z,y) € A.

Sea V' € Biuy), porloque V =[x,z +¢[ X [y,y+¢'[ CR* con g, € RY.
Buscamos ver que V N A # (), algo que intuitivamente es claro, como se
ve en el dibujo:

Figura 2: Representacién de A y de los entornos de (z,y) € A\ A.

En la Figura 2, se representa A y los entornos de (z,y) € 121\\ A,y se ve
claramente que YV € B, VNA # 0. Por tanto, veremos que (z,y) € A.
Si y < 0, tomaremos un punto de corte que consista en desplazarnos en
el eje vertical, mientras que si y > 0, tomaremos un punto de corte que
consista en desplazarnos en el eje horizontal.

a) Supongamos y < 0. Entonces, veamos que 36 € R, 0 < § < &’ tal
que (xz,y 4+ d) € VN A. Veamos que pertenece a A:
P+ =2+ P+ 20+ =142+ 02 < 1 =
= 02y +90)<0<=0< -2y
r4+y+i<0<=di<—r—y=—(r+vy)
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Como y < 0, entonces —2y > 0, y como x + y < 0, entonces sea
d = min{—2y,—(x + y)}, y sin pérdida de generalidad suponemos
d < &, que en caso contrario tomariamos 0 < ¢ < & < § y se
tendria.

b) Supongamos y > 0. Entonces, veamos que 39 € RT, 0 < § < ¢ tal
que (x+6,y) € VN A Comoz+y < 0ey >0, entonces z < 0.
Entonces, para que pertenezca a A:

(240 +y2 =22+ + 200+ % =1+ 220 + 6% < 1 =
= 0(2x4+0) <0< < —2x
r4+y+0<0<=o0i<—r—y=—(r+vy)

De manera anéloga, tomando § = min{—2x, —(x +y)} y suponiendo
0 < €, tenemos que pertenece a ANYV.

Por tanto, YV € ), VN A#0, y por tanto (z,y) € A.

Por tanto, tenemos que:

8A:z\A° = {(,’1,’7y) ER2 | x2—|—y2: 17x—|—y:()}
Ejercicio 2 (1 punto). Estudia si el espacio topolégico (R?,T) es o no T2.

Veamos que (R%* T) si es T2. Sean (z,y),(2',y') € R? con (z,y) # (z',y).
Entonces, como (R% T,) es T2, U,V € T, tales que (z,y) € U, (2/,y/) € V' y
U NV = 0. Entonces, como T, C T, U,V € T, y por tanto (R? T) es T2.

Ejercicio 3 (1.5 puntos). Encuentra un subconjunto B C R? tal que la topologia
inducida 75 sea la discreta en B, pero la topologia (7.2) 5 no sea la discreta.

Sea B = {(x,y) € R* | x +y = 0}. Entonces, dado (x,y) € B, tenemos que es
de la forma (z, —x). Veamos que {(z, —z)} € Tp. Para ello, sea U = [z, z + 1[€ Tg,
V =[—xz,—x + 1[€ Ts. Entonces, U x V € T, y tenemos que:

(UxV)NB=([z,z+ 1[x[-z,—z+ 1) N B = {(z,—x)}

Por tanto, tenemos que {(z,y)} € Tp para todo (z,y) € B. Como la unién de abier-
tos es abierta, entonces Tg = P(B), y por tanto 7Tp es la topoloia discreta en B.

ello, supongamos que 3U € T, tal que {(z,—z)} = U N B. Como (z,—x) e U €T,
entonces U es entorno de dicho punto, por lo que 3¢ € R* tal que B[(z, —x),¢] C U.
Consideramos ahora v = (z,—z) 4+ £(1,—1) = (z + £, —z — £). Veamos que v €
B[(z, —x),¢]:

Veamos ahora que Tp # (7.2)g. Para ello, veamos que {(z, —z)} ¢ (7.2)p. Para

€ 2 € 2 €2 g2 ¢
d(U,(l',—l'))—\/($+Z—x> +(_$_Z+$> = §+§—§<€

Por tanto, v € B[(x, —x),e] C U, y claramente v € B. Por tanto, v € U N B, pero
v # (z,—x), lo que es una contradiccién, por lo que {(z, —z)} ¢ (7.2) 5.
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Ejercicio 4. Estudia si el espacio topoldgico es:

1. (1 punto) 1AN.
Como (R, 7s) es 1AN, entonces el producto (R?, 7)) es 1AN.

2. (1 punto) 2AN.

De forma andloga, como (R,7s) no es 2AN, entonces el producto (R? 7))
no es 2AN. Otra forma de verlo es por contradiccién. Supongamos que si lo
es. Entonces, como ser 2AN es hereditario, (B, Tg) serfa 2AN, pero como la
topologia es la discreta y B es no numerable, entonces (B, 7Tg) no es 2AN;, lo
que es una contradiccién.

Ejercicio 5 (1.5 puntos). Un subconjunto C' se dice frontera si C' C 0C. Encuentra
un subconjunto C' C R? que sea frontera, infinito y que no esté incluido en B.

Veamos en primer lugar que, si C° = (), entonces C' es frontera. En efecto, si

C° = (), entonces C C 9C = C.

Por tanto, buscamos C' C R? tal que C° = (), C sea infinito y C ¢ B. Sea
C = Q x Q. Veamos que C° = (). Supongamos (z,y) € C°. Entonces, Je,&’ € RT
tal que [z, z+¢] X [y,y+¢€'[C C. No obstante, por la densidad de R\ Q en R, dicha
inclusién no es posible, por lo que llegamos a una contradiccién, y C° = () y, por
tanto, C' es frontera.

Veamos que C' = R x {0} también sirve. Supongamos (x,0) € (C")°. Entonces,
Je, e’ € RY tal que [z, 2z + €] x [0,¢'[C C’, de lo que deducimos que &’ = 0, lo que es
una contradiccién. Por tanto, (C")° = ) y, por tanto, C’ es frontera.



